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2026学年第一学期杭州市高三年级教学质量检测数学试题卷 参考答案与解析

逐题解析
1. 参考答案：C

参考解析：
由 𝑧i + 2 = 2i，得 𝑧 = 2i−2

i = 2 + 2i。
所以 |𝑧| = √22 + 22 = 2√2，故选 C。
2. 参考答案：B

参考解析：
正态分布 𝑁(2, 𝜎2)的图象关于直线 𝑥 = 2对称。−1关于 2的对称点为 5，所以 𝑃(𝑋 ⩽ −1) = 𝑃(𝑋 ⩾
5)。
因此 4𝑎 − 3 = 5，解得 𝑎 = 2，故选 B。
3. 参考答案：A

参考解析：
因为 0 < 𝜋

4 < 1，所以 𝑓 (𝜋4 ) = 5 − tan 𝜋
4 = 4。

再利用奇函数的性质，得 𝑓 (−𝜋
4 ) = −𝑓 (𝜋4 ) = −4，故选 A。

4. 参考答案：D

参考解析：
将递推式改写为 𝑎𝑛+1 + 1 = 2(𝑎𝑛 + 1)。
因此 {𝑎𝑛 + 1}是首项为 𝑎1 + 1 = 2、公比为 2的等比数列，故 𝑎𝑛 + 1 = 2 ⋅ 2𝑛−1 = 2𝑛，即 𝑎𝑛 = 2𝑛 − 1，
故选 D。
5. 参考答案：B

参考解析：
对 𝑦 = 𝑎𝑥 − ln(𝑥 + 1)求导，得 𝑦 ′ = 𝑎 − 1

𝑥+1。
曲线在 (0, 0)处的切线斜率为 𝑎 − 1。由切线方程 𝑦 = 2𝑥，得 𝑎 − 1 = 2，所以 𝑎 = 3，故选 B。
6. 参考答案：D

参考解析：
给定模型为 𝑆(𝑡) = 𝑆e + (𝑆0 − 𝑆e)e−𝜆𝑡，其中 𝑆0 < 𝑆e、𝜆 > 0。
对给定函数求导，得 𝑆′(𝑡) = 𝜆(𝑆e − 𝑆0)e−𝜆𝑡。因为 𝜆 > 0、𝑆e − 𝑆0 > 0，所以 𝑆′(𝑡) > 0，即熵随时间
增大。
又因为 e−𝜆𝑡 随 𝑡 增大而减小，所以 𝑆′(𝑡)也随之减小，即增速越来越慢，故选 D。
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7. 参考答案：C

𝐴

𝐵

𝐶

参考解析：
两曲线的交点满足 sin(2𝑥 + 𝜑) − sin 2𝑥 = 2 sin 𝜑

2 cos (2𝑥 + 𝜑
2) = 0。

由题意，两条曲线不重合，故 sin 𝜑
2 ≠ 0。于是交点横坐标为 𝑥𝑘 = 𝜋

4 − 𝜑
4 +

𝑘𝜋
2 ，𝑘 ∈ Z，对应的纵

坐标为 𝑦𝑘 = sin 2𝑥𝑘 = (−1)𝑘 cos 𝜑
2。

所以，相邻交点的横坐标相差 𝜋
2，纵坐标互为相反数。三个相邻交点 𝐴, 𝐵, 𝐶 中，𝐴𝐶 水平，且

|𝐴𝐶| = 𝜋，𝐵到 𝐴𝐶 的距离为 2 |cos 𝜑
2 |。

由面积条件，得 1
2 ⋅ 𝜋 ⋅ 2 |cos 𝜑

2 | =
√3𝜋
2 ，即 |cos 𝜑

2 | =
√3
2 。

满足条件的 |𝜑|的最小值为 𝜋
3，故选 C。

8. 参考答案：A

参考解析：
三个圆的圆心分别为 (1, 0)、(2, 0)、(3, 0)，半径均为 1。圆心 (𝑗, 0)到直线 𝑘𝑥 − 𝑦 = 0的距离为
𝑑𝑗 = 𝑗|𝑘|

√1+𝑘2。
由弦长公式 𝐿 = 2√𝑟2 − 𝑑2，得 𝐿1 = 2

√1+𝑘2，𝐿2 = 2√1−3𝑘2
√1+𝑘2 ，𝐿3 = 2√1−8𝑘2

√1+𝑘2 。
令 𝑡 = 𝑘2，则 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

8。由 𝐿1 = 𝐿2 + 𝐿3，得 1 = √1 − 3𝑡 + √1 − 8𝑡。
移项后平方，得 1 − 3𝑡 = 2 − 8𝑡 − 2√1 − 8𝑡，所以 2√1 − 8𝑡 = 1 − 5𝑡。
再次平方，得 4 − 32𝑡 = (1 − 5𝑡)2，即 25𝑡2 + 22𝑡 − 3 = (25𝑡 − 3)(𝑡 + 1) = 0。
由于 𝑡 ⩾ 0，故 𝑡 = 3

25。代回原式，两个根式分别为
4
5、

1
5，满足题意。

因此 𝑘 = ±√3
5 ，故选 A。

9. 参考答案：A,B,C

参考解析：
经验回归直线经过样本中心点 ( ̄𝑥, ̄𝑦) = (10, 5.2)，故 5.2 = 0.5 × 10 + 𝑎̂，得到 𝑎̂ = 0.2，A正确。
回归直线的斜率为 0.5 > 0，说明 𝑥 与 𝑦 正相关，B正确。
斜率 0.5表示：在该经验模型中，光照时间每增加 1h，产量的预测值约增加 0.5t/hm2，C正确。
当 𝑥 = 11时， ̂𝑦 = 0.5 × 11 + 0.2 = 5.7 ≠ 7，故 D错误。
故选 A、B、C。
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10. 参考答案：A,D

参考解析：
抛物线 𝑦2 = 4𝑥 的焦点为 𝐹(1, 0)，准线为 𝑥 = −1。
过焦点且与抛物线有两个交点的直线不可能为 𝑥轴，因此可统一设为 𝑙 ∶ 𝑥 = 𝑡𝑦 + 1。设 𝐴(𝑥1, 𝑦1)、
𝐵(𝑥2, 𝑦2)，联立直线与抛物线方程，得 𝑦2 −4𝑡𝑦 − 4 = 0，所以 𝑦1 +𝑦2 = 4𝑡，𝑦1𝑦2 = −4。由 𝑥𝑖 = 𝑡𝑦𝑖 +1
或 𝑥𝑖 = 𝑦2𝑖

4，还得 𝑥1 + 𝑥2 = 4𝑡2 + 2，𝑥1𝑥2 = 1。
A 选项。因为 𝑦1𝑦2 < 0，焦点 𝐹 在线段 𝐴𝐵 内。利用抛物线的定义，得 |𝐴𝐵| = |𝐴𝐹 | + |𝐵𝐹 | =
(𝑥1 + 1) + (𝑥2 + 1) = 4𝑡2 + 4 ⩾ 4。当 𝑡 = 0，即 𝑙 ∶ 𝑥 = 1时取等，所以 A正确。
B选项。设准线上的点为 𝑃(−1, 𝑝)，则 ⃖⃖ ⃖⃖ ⃗𝑃𝐴 ⋅ ⃖⃖ ⃖⃖ ⃗𝑃𝐵 = (𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1) + (𝑦1 − 𝑝)(𝑦2 − 𝑝) = (4𝑡2 + 4) +
(−4 − 4𝑡𝑝 + 𝑝2) = (𝑝 − 2𝑡)2 ⩾ 0。因此 ∠𝐴𝑃𝐵 ⩽ 𝜋

2，不可能等于
2𝜋
3 ，B错误。

C选项。取 𝐴(1, 2)、𝐵(1, −2)、𝑃(−1, 0)，则 𝑃𝐴、𝑃𝐵的斜率分别为 1、−1，故 𝑃𝐴 ⟂ 𝑃𝐵。但直线
𝑃𝐴 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1与抛物线联立，得 (𝑥 + 1)2 = 4𝑥，即 (𝑥 − 1)2 = 0，只有一个交点，即 𝑃𝐴是切线，
所以 C错误。
D 选项。若 𝑃 在 𝑥 轴上，则 𝑃 = (−1, 0)。此时 𝑘𝑃𝐴 + 𝑘𝑃𝐵 = 𝑦1

𝑥1+1 + 𝑦2
𝑥2+1 = 𝑦1(𝑥2+1)+𝑦2(𝑥1+1)

(𝑥1+1)(𝑥2+1) =
2𝑡𝑦1𝑦2+2(𝑦1+𝑦2)
(𝑥1+1)(𝑥2+1) = 0。
又因为 𝐴, 𝐵均在 𝑃 的右侧，且 𝑦1, 𝑦2异号，所以两条射线 𝑃𝐴, 𝑃𝐵关于 𝑥 轴对称。而 𝑃𝐹 沿 𝑥 轴正
方向，因此 ∠𝐴𝑃𝐹 = ∠𝐵𝑃𝐹，D正确。
故选 A、D。
11. 参考答案：A,C,D

参考解析：
题设要求存在 𝜑 ∈ R、𝜃 > 0，使得对所有 𝑛 ∈ Z，都有 sin(𝑛𝜃 + 𝜑) ⩽ 𝑎。以下逐项判断。
A选项。对任意实数 𝑢，均有 sin 𝑢 ⩾ −1。既然存在满足题意的相位，则必有 𝑎 ⩾ −1，A正确。
B选项。取 𝜃 = 𝜋、𝜑 = 0，则对所有整数 𝑛，都有 sin(𝑛𝜃 + 𝜑) = sin 𝑛𝜋 = 0 ⩽ 1

2。因此 𝑎 = 1
2 时，𝜃

并不必然等于 𝜋
3。

事实上，若 𝜃 = 𝜋
3，在等差数列 𝜑 + 𝑛 𝜋3（𝑛 ∈ Z）中取最小的不小于 𝜋

3 的一项，该项必小于
2𝜋
3 ，其

正弦值不小于 √3
2 > 1

2，所以 𝜃 = 𝜋
3 本身也不可行。B错误。

C选项。当 𝜃 = 𝜋
2 时，所有正弦值按周期重复以下四个数：sin 𝜑、cos 𝜑、− sin 𝜑、− cos 𝜑。它们

的最大值为max{| sin 𝜑|, | cos 𝜑|}。
由 sin2 𝜑 + cos2 𝜑 = 1，两者不可能都小于 √2

2 。因此 𝑎 ⩾ √2
2 ，取 𝜑 = 𝜋

4 时恰好达到，C正确。
D选项。记 𝑎0 = √2

2 − 0.001 < √2
2 。

先说明一个事实：若 0 < 𝛿 ⩽ 𝜋
2，则无论 𝜑取何值，等差数列 𝜑 + 𝑛𝛿（𝑛 ∈ Z）中，总有一项落在区

间 [𝜋4 ,
3𝜋
4 ]内。事实上，在所有不小于

𝜋
4 的项中取最小的一项，记为 𝑢，就有 𝜋

4 ⩽ 𝑢 < 𝜋
4 + 𝛿 ⩽ 3𝜋

4 。
于是 sin 𝑢 ⩾ √2

2 > 𝑎0。因此，当步长在 (0, 𝜋2 ]内时，不可能满足题设上界。
现在分两段排除所有 0 < 𝜃 < 2𝜋

3 ：若 0 < 𝜃 ⩽ 𝜋
2，直接应用上述事实即可排除；若

𝜋
2 < 𝜃 < 2𝜋

3 ，令
𝛿 = 2𝜋 − 3𝜃，则 0 < 𝛿 < 𝜋

2。又因为对任意 𝑛 ∈ Z，sin(𝜑 + 𝑛𝛿) = sin(𝜑 − 3𝑛𝜃) ⩽ 𝑎0，所以这个较小
步长 𝛿 也应满足同一上界，与上述事实矛盾。
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最后取 𝜃 = 2𝜋
3 、𝜑 = −𝜋

2。此时正弦值只会循环出现 −1、1
2、

1
2，均不超过 𝑎0。因此 𝜃 的最小值确

为 2𝜋
3 ，D正确。

故选 A、C、D。
12. 参考答案：−1

2
参考解析：
由 𝑎 + 𝑏 = 𝑐，两边取模的平方，得 |𝑎|2 + 2𝑎 ⋅ 𝑏 + |𝑏|2 = |𝑐|2。
三个向量都是单位向量，故 1 + 2𝑎 ⋅ 𝑏 + 1 = 1，从而 𝑎 ⋅ 𝑏 = −1

2。

13. 参考答案：√7
2

参考解析：
设 |𝑃𝐹2| = 𝑡，则 |𝑃𝐹1| = 3𝑡。由双曲线定义，得 2𝑎 = ||𝑃𝐹1| − |𝑃𝐹2|| = 2𝑡，所以 𝑎 = 𝑡。
在 △𝐹1𝑃𝐹2中，由余弦定理，得 (2𝑐)2 = (3𝑡)2 + 𝑡2 − 2 ⋅ 3𝑡 ⋅ 𝑡 cos 60∘ = 7𝑡2。
所以 𝑒 = 𝑐

𝑎 = √7
2 。

14. 参考答案：4
参考解析：
一个有 𝑟 个元素的有限集合有 2𝑟 个子集。题设集合恰有 4个子集，说明满足不等式的整数 𝑥 恰
有两个。
当 𝑥 = 0时，不等式左边恒为 −2 < 0，所以 0必在集合中。接下来只需使其他整数解恰有一个。
若整数 𝑎 ⩽ 0，对任意负整数 𝑥 = −𝑘（𝑘 ⩾ 1），有 𝑥e𝑥 − 𝑎𝑥 − 2 = −𝑘e−𝑘 + 𝑎𝑘 − 2 < 0。此时负整数
解有无穷多个，不合题意。
若 𝑎 = 1或 𝑎 = 2，则 𝑥 = −1, 0, 1都满足不等式：当 𝑥 = −1时，𝑎 − 2 − e−1 < 0；当 𝑥 = 1时，
e − 𝑎 − 2 < 0。因此至少有三个整数解，也不合题意。
以下只需考虑整数 𝑎 ⩾ 3。对于 𝑥 = −𝑘（𝑘 ⩾ 1），𝑥e𝑥 −𝑎𝑥 −2 = 𝑎𝑘−𝑘e−𝑘 −2 > 3𝑘−𝑘−2 = 2𝑘−2 ⩾ 0，
所以没有负整数解。
对于正整数 𝑥，不等式等价于 𝑎 > e𝑥 − 2

𝑥。函数 𝑔(𝑥) = e𝑥 − 2
𝑥 在 (0, +∞) 上严格递增，因为

𝑔′(𝑥) = e𝑥 + 2
𝑥2 > 0。

要使正整数解只有 𝑥 = 1，充要条件为 e − 2 < 𝑎 ⩽ e2 − 1。结合 𝑎 ⩾ 3及 e2 − 1 ≈ 6.389，得到
𝑎 = 3, 4, 5, 6。
故满足条件的整数 𝑎共有 4个。
15.（1） 参考答案：sin𝐵 sin 𝐶 = 3

5。
参考解析：
由三角形面积公式和已知条件，得 1

2𝑏𝑐 sin𝐴 = 3𝑎2
10 sin𝐴，整理为

𝑏𝑐 sin2 𝐴
𝑎2 = 3

5。
由正弦定理， 𝑏

𝑎 = sin𝐵
sin𝐴，

𝑐
𝑎 = sin 𝐶

sin𝐴，代入即得 sin𝐵 sin 𝐶 = 3
5。
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15.（2） 参考答案：△𝐴𝐵𝐶 的面积为 1
2。

参考解析：
由两角和与差的余弦公式及 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋，有 2 sin𝐵 sin 𝐶 = cos(𝐵 − 𝐶) − cos(𝐵 + 𝐶) = cos(𝐵 −
𝐶) + cos𝐴。
由（1）及题设条件，得 6

5 = 2
5 + cos𝐴，所以 cos𝐴 = 4

5。
因为 0 < 𝐴 < 𝜋，所以 sin𝐴 = √1 −

16
25 = 3

5。
利用题设面积表达式，得 𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 3𝑎2

10 sin𝐴 = 3
10× 3

5
= 1

2。

16.（1） 参考答案：𝑎𝑛 = 𝑛。
参考解析：
已知条件可写成 2𝑆𝑛 = 𝑛𝑎𝑛+1。
当 𝑛 = 1时，𝑎2 = 2𝑆1 = 2。当 𝑛 ⩾ 2时，又有 2𝑆𝑛−1 = (𝑛 − 1)𝑎𝑛。
两式相减，得 2𝑎𝑛 = 𝑛𝑎𝑛+1 − (𝑛 − 1)𝑎𝑛，即 𝑛𝑎𝑛+1 = (𝑛 + 1)𝑎𝑛，从而 𝑎𝑛+1

𝑛+1 = 𝑎𝑛
𝑛。

结合 𝑎1 = 1、𝑎2 = 2，得到 𝑎𝑛
𝑛 = 1，所以 𝑎𝑛 = 𝑛。

16.（2） 参考答案：𝑃𝑛 = 2 − 2
𝑛+1，𝑄𝑛 = 2 − 1

2𝑛−1；当 𝑛 ⩾ 2时，𝑃𝑛 < 𝑄𝑛。
参考解析：
由（1），𝑆𝑛 = 1 + 2 + ⋯ + 𝑛 = 𝑛(𝑛+1)

2 。
因此利用裂项相消，得 𝑃𝑛 = ∑𝑛

𝑘=1
2

𝑘(𝑘+1) = 2∑𝑛
𝑘=1 (1𝑘 −

1
𝑘+1) = 2 − 2

𝑛+1。
另一方面，𝑄𝑛是首项为 1、公比为 1

2、共 𝑛项的等比数列之和，故 𝑄𝑛 = 1+ 1
2 +⋯+ 1

2𝑛−1 = 2− 1
2𝑛−1。

于是所证不等式等价于 2
𝑛+1 > 1

2𝑛−1，也就是 2𝑛 > 𝑛 + 1。
当 𝑛 ⩾ 2时，由二项式定理，2𝑛 = (1 + 1)𝑛 = (𝑛0) + (𝑛1) + ∑𝑛

𝑘=2 (𝑛𝑘) > 1 + 𝑛，所以 𝑃𝑛 < 𝑄𝑛成立。
17.（1） 参考答案：𝑎 = 1

16。
参考解析：
因为 (14 ,

1
2) ∈ 𝐸𝑎，所以 𝑎1/4 = 1

2，得到 𝑎 = (12)
4 = 1

16。
检验另一条曲线的方程：log1/16

1
4 = 1

2。因此两条曲线的条件均满足，所求为 𝑎 = 1
16。

17.（2）（i） 参考答案：𝑏 ln 𝑏 = 𝑐 ln 𝑐，证明见解析。
参考解析：
由 (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐸𝑎，有 𝑐 = 𝑎𝑏，𝑐 = log𝑎 𝑏，后一式等价于 𝑏 = 𝑎𝑐。
因为 𝑏 > 0、0 < 𝑎 < 1，所以 0 < 𝑐 < 1；再由 𝑏 = 𝑎𝑐，得 0 < 𝑏 < 1。
两式取自然对数，得 ln 𝑐 = 𝑏 ln 𝑎，ln 𝑏 = 𝑐 ln 𝑎，分别乘以 𝑐、𝑏，即有 𝑏 ln 𝑏 = 𝑏𝑐 ln 𝑎 = 𝑐 ln 𝑐。
17.（2）（ii） 参考答案：𝑏 + 𝑐 > 2

e，证明见解析。
参考解析：
上一问说明，𝑏, 𝑐是函数 𝑓 (𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 取同一函数值的两个不同自变量。先用导数确定它们位于
极小值点的两侧，再比较关于该点对称的两个位置。
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设 𝑓 (𝑥) = 𝑥 ln 𝑥，0 < 𝑥 < 1。求导得 𝑓 ′(𝑥) = ln 𝑥 + 1，所以 𝑓 在 (0, 1e)上严格递减，在 ( 1e , 1)上
严格递增。
不妨设 𝑏 < 𝑐。由 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑐)且 𝑏 ≠ 𝑐，它们不可能处在同一个严格单调区间内，也不可能有一个
恰为极小值点，因此 0 < 𝑏 < 1

e < 𝑐 < 1。
要证明 𝑐 > 2

e − 𝑏，可以比较 𝑓 (𝑐)与 𝑓 ( 2e − 𝑏)。由于 𝑓 (𝑐) = 𝑓 (𝑏)，于是考虑 ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 ( 2e − 𝑥)，
0 < 𝑥 ⩽ 1

e。
当 0 < 𝑥 < 1

e 时，ℎ′(𝑥) = ln 𝑥 + 1 + ln ( 2e − 𝑥) + 1 = ln [𝑥 ( 2e − 𝑥)] + 2。
又因为 𝑥 ( 2e − 𝑥) = 1

e2 − (𝑥 − 1
e)

2 < 1
e2，所以 ℎ′(𝑥) < ln 1

e2 + 2 = 0。
故 ℎ在 (0, 1e]上严格递减。由 ℎ ( 1e) = 0及 𝑏 < 1

e，得 ℎ(𝑏) > 0，即 𝑓 (𝑏) > 𝑓 ( 2e − 𝑏)。
这里 1

e < 2
e −𝑏 < 2

e < 1，因此 𝑐和 2
e −𝑏均位于 𝑓 的严格递增区间内。结合 𝑓 (𝑐) = 𝑓 (𝑏) > 𝑓 ( 2e − 𝑏)，

得到 𝑐 > 2
e − 𝑏，即 𝑏 + 𝑐 > 2

e。

18.（1） 参考答案：𝑥2
4 + 𝑦2

2 = 1。
参考解析：
过椭圆中心的弦长最大值为长轴长 2𝑎，所以 2𝑎 = 4，𝑎 = 2。
设半焦距为 𝑐。由离心率，得 𝑐

𝑎 = √2
2 ，所以 𝑐2 = 2。

因此 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 = 2，所求椭圆方程为 𝑥2
4 + 𝑦2

2 = 1。
18.（2）（i） 参考答案：𝑀𝑁 ⟂ 𝑀𝐺，证明见解析。
参考解析：
把两点的椭圆方程相减，可以出现 (𝑢 − 𝑝)(𝑢 + 𝑝)这样的因式；再用 𝑁 , 𝐸, 𝐺共线，把它化成向量
数量积为零。
设𝑀 = (𝑝, 𝑞)，𝑝 > 0、𝑞 > 0，且 𝑝2 + 2𝑞2 = 4。由椭圆关于原点对称，得 𝑁 = (−𝑝, −𝑞)，𝐸 = (𝑝, 0)。
再设 𝐺 = (𝑢, 𝑣)。直线 𝑁𝐸的斜率为 𝑞

2𝑝，故 𝑣 + 𝑞 = 𝑞
2𝑝 (𝑢 + 𝑝)。

由于𝑀,𝐺均在椭圆上，𝑝2+2𝑞2 = 𝑢2+2𝑣2 = 4。相减并因式分解，得 (𝑢−𝑝)(𝑢+𝑝)+2(𝑣 −𝑞)(𝑣 +𝑞) = 0。
代入 𝑣 + 𝑞 = 𝑞

2𝑝 (𝑢 + 𝑝)，整理为 (𝑢 + 𝑝) [𝑢 − 𝑝 + 𝑞
𝑝 (𝑣 − 𝑞)] = 0。

因为 𝐺 ≠ 𝑁，且直线 𝑁𝐸不竖直，故 𝑢 + 𝑝 ≠ 0。于是 𝑝(𝑢 − 𝑝) + 𝑞(𝑣 − 𝑞) = 0。
又 ⃖⃖ ⃖⃖ ⃖⃖ ⃗𝑀𝑁 = (−2𝑝, −2𝑞)，⃖⃖ ⃖⃖ ⃖⃗𝑀𝐺 = (𝑢 − 𝑝, 𝑣 − 𝑞)，因此 ⃖⃖ ⃖⃖ ⃖⃖ ⃗𝑀𝑁 ⋅ ⃖⃖ ⃖⃖ ⃖⃗𝑀𝐺 = −2[𝑝(𝑢 − 𝑝) + 𝑞(𝑣 − 𝑞)] = 0，故
𝑀𝑁 ⟂ 𝑀𝐺。
18.（2）（ii） 参考答案：𝑆1

𝑆2 的最小值为 8。
参考解析：
两个三角形共有边𝑀𝐸，可用正弦定理表示外接圆半径。上一问得到的直角，又使这条公共边所
对的两个角互余。
沿用（i）的记号，𝑀 = (𝑝, 𝑞)，𝑝 > 0、𝑞 > 0，𝑝2+2𝑞2 = 4；𝑁 = (−𝑝, −𝑞)，𝐸 = (𝑝, 0)。记 𝛼 = ∠𝑀𝑁𝐸，
两个外接圆的半径分别为 𝑅1, 𝑅2。
因为 𝐸在线段 𝑁𝐺内，∠𝑀𝑁𝐺 = 𝛼。由𝑀𝑁 ⟂ 𝑀𝐺，得 ∠𝑀𝐺𝐸 = ∠𝑀𝐺𝑁 = 𝜋

2 − 𝛼。
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在 △𝑀𝑁𝐸与 △𝑀𝐸𝐺中分别应用正弦定理，得 𝑅1 = |𝑀𝐸|
2 sin 𝛼，𝑅2 = |𝑀𝐸|

2 sin( 𝜋2−𝛼)
= |𝑀𝐸|

2 cos 𝛼。

因此 𝑆1
𝑆2 =

𝜋𝑅21
𝜋𝑅22

= cos2 𝛼
sin2 𝛼。

下面由坐标计算 𝛼。从𝑁 出发的射线𝑁𝑀,𝑁𝐸与 𝑥轴正向所成的锐角分别记为 𝛽, 𝛾，则 tan 𝛽 = 𝑞
𝑝，

tan 𝛾 = 𝑞
2𝑝，𝛼 = 𝛽 − 𝛾。

由两角差的正切公式，tan 𝛼 =
𝑞
𝑝−

𝑞
2𝑝

1+ 𝑞2
2𝑝2

= 𝑝𝑞
2𝑝2+𝑞2。

代入面积比，得 𝑆1
𝑆2 = (2𝑝2+𝑞2𝑝𝑞 )

2
= (2𝑝𝑞 + 𝑞

𝑝)
2
。

由于 𝑝, 𝑞 > 0，由基本不等式，2𝑝
𝑞 + 𝑞

𝑝 ⩾ 2√
2𝑝
𝑞 ⋅ 𝑞𝑝 = 2√2，从而 𝑆1

𝑆2 ⩾ 8。

当且仅当 2𝑝
𝑞 = 𝑞

𝑝，即 𝑞2 = 2𝑝2时取等。结合 𝑝2 + 2𝑞2 = 4，得 𝑝 = 2
√5，𝑞 = 2√

2
5。此点确在椭圆的

第一象限，符合题意，所以等号能够取得。
故 𝑆1

𝑆2 的最小值为 8。

19.（1） 参考答案：甲是 (4, 3)—好分链，乙不是 (4, 3)—好分链。

R B
R

B

B
BBB

R

R

R
R

甲

R B
B

R

B
BRB

B

R

B
B

乙

参考解析：
甲是 (4, 3)—好分链，乙不是 (4, 3)—好分链。原题只要求给出判断，下面补充核对过程。
从甲最上方珠子开始，沿顺时针读出的颜色为 𝑅 𝐵 𝑅 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝑅 𝑅 𝑅 𝑅。
起点分别平移 0、1、2颗珠子时，四段的红珠数依次为 (2, 0, 1, 3)、(1, 0, 2, 3)、(1, 0, 3, 2)，每种切
法都两两不同。再平移 3颗珠子只会改变各段的编号，因此这已涵盖全部切法。
乙则按 𝑅𝐵𝐵不断重复，每连续三颗珠子中都恰有一颗红珠，所以各段红珠数总是相同的。
19.（2） 参考答案：对任意 𝑛 ∈ N∗，(𝑛 + 1, 𝑛)是分链数对，构造及证明见解析。
参考解析：
“分链数对”要求存在一串合适的项链；但对所构造的那一串项链，要求每一种切法都合适。
构造。依次排出下面 𝑛 +1段，每段有 𝑛颗珠子，再将首尾接起来：𝑅𝑛、𝑅𝑛−1𝐵、𝑅𝑛−2𝐵2、…、𝑅𝐵𝑛−1、
𝐵𝑛。
准确地说，就是按 𝑗 = 𝑛, 𝑛 − 1, … , 0依次取段 𝑅𝑗𝐵𝑛−𝑗；当 𝑛 = 1时，取 𝑅, 𝐵两段。这里 𝑅𝑗𝐵𝑛−𝑗 只是
表示“先排 𝑗颗红珠，再排 𝑛 − 𝑗颗蓝珠”，不是代数中的乘方。
按原来的分界线切开，各段红珠数为 𝑛, 𝑛 − 1, … , 1, 0，当然两两不同。接下来还要验证任意移动
起点之后也满足要求。
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选定一个起点后，每隔 𝑛颗珠子设一道分界线；把起点移动 𝑛颗，只会改变各段的编号，不会改
变分界线。因此只需把全部分界线沿排列方向平移 𝑡 ∈ {0, 1, … , 𝑛 −1}颗珠子，便涵盖了全部切法。
验证。考察原来有 𝑗 颗红珠的一段，其中 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛。它的后一段恰有 𝑗 − 1颗红珠，而且各段的
红珠都集中在前面。平移后，新段是“原段去掉开头 𝑡 颗，再接上后一段开头 𝑡 颗”。
若 𝑗 > 𝑡，删去的 𝑡 颗和补入的 𝑡 颗都是红珠，新段仍有 𝑗颗红珠。
若 𝑗 ⩽ 𝑡，原段的 𝑗颗红珠全部删去，而后一段的 𝑗 − 1颗红珠全部补入，新段有 𝑗 − 1颗红珠。
原来的全蓝段后面接的是全红段，所以平移后它补入 𝑡 颗红珠，红珠数变为 𝑡。
因此，原来 𝑗 > 𝑡的段的新红珠数为 𝑛, 𝑛−1, … , 𝑡+1；原来 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡的段的新红珠数为 𝑡 −1, 𝑡 −2, … , 0；
原全蓝段的新红珠数为 𝑡。即 0, 1, … , 𝑛各出现一次。某一组为空时，将该组略去即可。
因为任意 𝑡都成立，构造出的项链满足所有切法的要求，故对任意 𝑛 ∈ N∗，(𝑛 + 1, 𝑛)是分链数对。
19.（3） 参考答案：𝑚 = 1, 2, … , 𝑛 + 1。
参考解析：
必要性。每段只有 𝑛颗珠子，红珠数只能取 0, 1, … , 𝑛这 𝑛 + 1种数值。要使 𝑚段的红珠数两两不
同，必须有 𝑚 ⩽ 𝑛 + 1。又 𝑚是正整数，因此可能的值只能在 1, 2, … , 𝑛 + 1中。
充分性。当 𝑚 = 1时，只分成一段，“各段红珠数互不相同”自然满足，例如取 𝑛颗全蓝珠即可。
当 2 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛+1时，仿照第二问，依次排出以下 𝑚段，每段均为 𝑛颗，再首尾相接：𝑅𝑚−1𝐵𝑛−𝑚+1、
𝑅𝑚−2𝐵𝑛−𝑚+2、…、𝑅𝐵𝑛−1、𝐵𝑛。
准确地说，就是按 𝑗 = 𝑚 − 1, 𝑚 − 2,… , 0依次取段 𝑅𝑗𝐵𝑛−𝑗。因为 𝑚 ⩽ 𝑛 + 1，所有珠子数均为非负
整数，构造有意义。各段原红珠数为 𝑚 − 1, 𝑚 − 2,… , 1, 0。
将分界线平移 𝑡颗珠子，其中 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 − 1。与第二问同理，原来红珠数为 𝑗的段（1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 − 1），
平移后删去原段开头 𝑡 颗，接上后一段开头 𝑡 颗。若 𝑗 > 𝑡，新红珠数仍为 𝑗；若 𝑗 ⩽ 𝑡，新红珠数
为 𝑗 − 1。
记 𝑞 = min{𝑡 , 𝑚 − 1}，则上述 𝑚 − 1段的新红珠数，恰好为 0, 1, … , 𝑞 − 1以及 𝑞 + 1, 𝑞 + 2, … , 𝑚 − 1。
也就是说，0, 1, … , 𝑚 − 1中只有 𝑞尚未出现；某一组为空时略去该组。
原来的全蓝段后面接着有𝑚−1颗红珠的第一段，因此平移后，它的红珠数正好为min{𝑡 , 𝑚−1} = 𝑞，
恰好补齐缺失的那个数。
所以，无论怎样切分，各段红珠数都恰为 0, 1, … , 𝑚 − 1，两两不同，上述每个 𝑚均可行。
综上，所求全部正整数为 𝑚 = 1, 2, … , 𝑛 + 1。
构造的关键是让相邻两段的红珠数依次减少 1，且每段都把红珠排在前面。这样移动分界线时，
红珠数只会“保持原数”或“减少 1”；末尾的全蓝段恰好补上缺少的数，所以每种切法都能满
足要求。
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